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RESUMO
Este artigo apresenta a aplicacdo do método trapezoidal a solugdo de problemas transitérios em sistemas
elétricos de poténcia dando atengdo maior ao estudo de parametros concentrados.

ABSTRACT
This paper presents an application of trapezoidal method for solution of transients problems in electric
power systems with attention for the study of lumped parameters.

1. INTRODUCAO

Na anélise dos fenémenos transitérios em
sistemas elétricos de poténcia depara-se com um sério
problema que é a solugdo das equacOes diferenciais
gue descrevem o comportamento fisico do fendmeno a
ser analisado. No estudo de sobretensbes, por
exemplo, ndo interessa na maioria dos casos conhecer
as solucbes de estado permanente, mas sim as
solucdes de estado transitorio que definem os picos
méaximos e as formas de onda de tensdo em funcéo das
quais serdo especificados 0s equipamentos de
protecdo do sistema.

Consideremos um trecho qualquer de um
sistema elétrico que possa ser representado pelo
circuito equivalente da Figura 1.

Figura 1 - Circuito equivalente

A equacdo diferencial que descreve o
comportamento fisico do sistema é a seguinte:

di 1.
V=L—+Ri+—|idt 1
dt+ I+C-[I Q)

A solucdo dessa equacdo pode ser obtida
numericamente, através de um dos métodos numéricos
de solucdo de equacdes diferenciais como Euler,
Runge Kutta e outros.

O problema aumenta em complexidade quando
se deseja representar o sistema com mais detalhe.
Dessa forma passa-se a ter mais malhas e ndo apenas

uma como na Figura 1. Portanto pode-se também ter
um sistema de equacdes diferenciais e ndo apenas uma
como a equacao (1).

A aplicacdo do método trapezoidal usa a
simplificacio de tais problemas através da
transformacdo de um conjunto de equaches
diferenciais em um conjunto equivalente de equacfes
algébricas.

2. METODO TRAPEZOIDAL {3, 4, 5, 7}

Inicialmente comenta-se o método de
integracdo trapezoidal. Os processos numéricos de
integracdo tem como objetivo definir o valor da
integral dentro de um intervalo definido, o que
corresponde a area sob a curva que define a funcéo
f(x) no intervalo X, a X,.«, como mostrado na
Figura 2.

| f(x)
f(xn+1)
D
p(x)
f(xn) ,— VALOR DA
: INTEGRAL
Xn Xn+1 T X

Figura 2 - Aplicacdo do método de integracao
trapezoidal

No caso do método trapezoidal considera-se
uma interpolacdo linear, representando-se a fungdo
f(x) através de um polindmio p(x). Portanto a area sob
a reta definida pelo polindmio caracteriza o valor da
integral, e como essa area é da forma de trapézio
como mostrado na Figura 2, tem-se:
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Xn+1 AX

1= [ 00 =2 [ (i) +(x0)] @
Xn 2

onde o valor Ax corresponde ao intervalo

compreendido entre X, € Xp+1.

A solucdo de equagdes diferenciais se
caracteriza por uma familia de curvas, porém deve
existir uma solugdo Unica para o sistema em anélise,
definida em termos das condicdes iniciais do sistema.

Considerando-se a equacdo diferencial descrita
na equacao (3):

dy
vl f(x, Y(x)) 3
X
Integrando a equagdo no intervalo X, a Xp+1.
Xn+1
Y (i) = Y(xa) + [ 06 Y () )

Aplicando-se a regra de integracdo trapezoidal
definida na equacdo (2) obtém-se:
AX
Y (Xni1) =Y(Xp) +7[f(xn Y (X)) +

+F(Xps1, Y(Xn11))]

()

Adotando-se os seguintes valores:
Y1 = Y (Xns1)

Y =Y(Xp)
Substituindo estes valores na equacao (5) tem-
se:
AX
Yn1 =Y +7[f(xnvYn)+f(Xn+1’Yn+1)] (6)

A equacdo (6) caracteriza 0 método trapezoidal
implicito devido ao fato do termo T,..; aparecer nos
dois lados da equacdo, o que exige a aplicacdo de um
método interativo de solucdo. Porém, na aplicacdo que
sera mostrada havera possibilidade de explicitagdo.

Outras caracteristicas do método trapezoidal
podem ser encontradas nas referéncias [1] e [2].

3. APLICAGAO DO METODO TRAPEZOIDAL
AOS SISTEMAS ELETRICOS {3, 4, 5, 7}

Mostra-se a aplicagdo do método trapezoidal
na solucdo de problema de sistemas elétricos
envolvendo parametros concentrados: indutancias,
capacitancias e resisténcias.

3.1. INDUTANCIAS
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Considere 0o ramo com uma indutancia

concentrada mostrado na Figura 3.

W2<t>

120 L
@TJWT\ @
ew(t) ez(t)

Figura 3 - Indutancia concentrada

A equacdo diferencial que descreve o
comportamento fisico deste ramo indicado na Figura 3
é a seguinte:

digp (t)

e -ep ()= L—2

U]

Explicitando o termo em derivada e integrando
no intervalo t - At a t, obtém-se:

20 =i (t- 80+ = [T -0t @

Aplicando-se o método trapezoidal, em (8)
obtém-se:

() =i1p(t- A0 + 2 [e1 (O -0+

+el(t—At) —ez(t—At)]

)

Por conveniéncia divide-se a equacdo em duas
partes:

() = fer (0~ €2 (0] + o (- AD (10)
onde:

Ly (t— At =iy (t — At) + 2L ey (t— AL) +

12 =112 2L 1 (11)

+e,(t—Ab)]

Fisicamente estas equacdes podem representar
o circuito mostrado na Figura 4.
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Figura 4 - Circuito equivalente ao da Figura 3

Portanto, transforma-se  uma  equacdo
diferencial em uma equacdo algébrica. A indutancia
passou a ser representada por uma resisténcia
equivalente e uma fonte de corrente em paralelo que
contém a histdria passada, pois a cada novo intervalo
de tempo, a fonte contribui com um valor
correspondente ao intervalo anterior.

3.2. CAPACITANCIAS

Considere 0 ramo com uma capacitancia
concentrada mostrado na Figura 5.

(M

O [ @
6W<t> ez(t)

Figura 5 - Capacitancias concentradas

A equacdo diferencial que descreve o
comportamento fisico do ramo indicado na Figura 5 é
a seguinte:

ex(0) e (1) = = [inp (e (12)

Derivando a expresséao, (12) vem:

d - .
w _ %.12 (t)dt (13)

Aplicando-se o0 método trapezoidal no
intervalo t - At, tem-se:

[e1(t) —ea ()] —[eg (t— At) + e, (t - At)] =

= 2 i 0+ iz (¢ 80) oo

ART429-07 - CD 262-07 - PAG.: 3

Por conveniéncia divide-se a equacdo (14) em
duas partes.

12(1) = 2 {61 (0) -2 (O] + ot - A0 (15)
onde:

. 2C
|12 (t — At) = —|12 (t — At) — E[el(t — At) + 92 (t — At)] (16)

Fisicamente estas equacdes podem representar
0 circuito mostrado na Figura 6.

R=At/2C

Figura 6 - Circuito equivalente ao da Figura 5

Da mesma maneira como no caso de indutancia
transforma-se uma capacitancia em uma resisténcia
equivalente em paralelo com uma fonte de corrente
que contém a informacdo da historia passada.

3.3. RESISTENCIAS

Considere 0 ramo com uma resisténcia
concentrada mostrado na Figura 7.

i12(t)

E—

Figura 7 - Resisténcia concentrada
A equagdo que descreve 0 comportamento
fisico do ramo é a seguinte:

12(0) = = [e1(0) - e (V)] (a7)

Neste caso, como ndo se tem uma equagéo
diferencial, o circuito equivalente é o mesmo do
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circuito original considerando a fonte de historia
passada nula:

l,=0 (18)

3.4. RAMOS MISTOS

E possivel combinar indutancias, capacitancias
e resisténcias e aplicar a regra trapezoidal a esses
ramos obtendo-se o mesmo tipo de circuito
equivalente. Ser4& mostrado a seguir apenas as
equacOes validas para estes ramos.

3.4.1. RAMO R-L

(1)

Figura 8 - Resisténcias e indutancias concentradas

()=o) e, + 1, (t-aT) (19
E+R

1 2L
l1p (t—At) = T{E—
—+R

At (20)
[e1(t— At) — e, (1 — At)]

C
€9 ( t )

Figura 9 - Resisténcias e capacitancia concentradas
i1 (t) = [e1(t) —ex (O] + 132 (t - At) (21)

R:| i12 (t - At) +

+

2L
At

3.4.2. RAMO R-C

£+R
2C
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1 At |.
|12(t—At): |:R——:| |12(t—At)—
£+ R 2C
et A ey (t- A0

—+R
2C

3.4.3. RAMO L-C

L

12 ()

O

e, (1)

Figura 10 - Indutancia e capacitancia concentrada

. 1
i1 (t) = H[el(t) —ex()]+ 1 (t—At)  (23)
At 2C
1 2L At .
I12(t—At) _%—M{Xt_?} i (t—At) -
At 2C
1
—ﬂ[el(t —At) —e, (t—At)] - (24)
7+ -
At 2C
2
A it-2ay
4LC + At
3.4.4. RAMO R-L-C
@
62@)

Figura 11 - Resisténcia, indutancia e capacitancia

concentrada
L) =—— T [e,(0)—e, ()] +
12 R YN LA %
R + & + ﬁ (25)
At 2C
+ 1, (t—At)
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1 2L At
syt [ ]
R+27L+£ At C
At 2C
. 1
i (t—A) + [e1(t) —ex (D] -
2L At
R+—+—
At 2C
At? .
- > '|12(t—2At)
4LC + 2RCAt + At

4. EQUACOES NODAIS

(26)

Considere o trecho de um sistema representado

na Figura 12.

Figura 12 - Parte de um sistema de poténcia em
analise

Da Figura 12, tem-se:

i(t) =11 (t) +i24(t) +in3(t)

(27)

Substituindo as equacdes de cada ramo acordo
com o desenvolvimento no item anterior, obtém-se:

i(t) = %[ez(t) —eq ()] + 11 (t - AY)

2C
A

+2lea(0) e (V)]

—t[ez(t) —€4(O]+ 24 (t- A +

Reescrevendo a equacdo (28)

At 2C
e )+

T {At

1 2C

R

1
R

At

2L

— g (t=At) — 115 (t—AY)

}ez(t)—

s~ e (0 =)

Ou em termos matriciais, vem:

[YIlel=[i1-1

onde:

(28)

(29)

(30)
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[Y]-matriz de admitancia nodal relativa aos
elementos equivalentes;

[e] - vetor de tensdes;

[i] - vetor de correntes injetadas em cada barra;

[1] - vetor de historia passada devido a aplicagdo do
método trapezoidal.

O interesse neste tipo de estudo é a
determinacdo dos valores de tensdo nas barras onde
estas ndo sdo conhecidas. Por andlise da Figura 12
nota-se que no sistema existem barras com valores
conhecidos de tensdo com a barra 1, e existem
também barras com valores desconhecidos, como as
barras 2, 3 e 4.

E, portanto conveniente considerar esse fato na
equacéo (30).

Adotando-se o subindice A para indicar barras
com valores desconhecidos de tensdo e o subindice B
para indicar barras com valores conhecidos de tenséo.
Dessa forma a equacéo 30 torna-se:

{[YAA] [YAB]}{[eA]}:[[iA]}_{[IAq 31)
[Yeal [Yeelllleel] Lliel] Llle]

Pode-se obter duas equagdes a partir da
equacdo (31), porém, apenas uma € necessaria a

determinacdo dos valores desconhecidos de tensdo
que constitui o vetor e. Portanto neste caso tem-se:

[Yaal [€a] + [Yag] [es] = [ia] - [1a] (32)
ou ainda:
[Yaal [ea] = [ia] - [1a] - [Y &] [€s] (33)

A equacdo (33) constitui a equacdo de solucéo
geral.

A obtencdo do vetor [e,] é conseguida através
de um processo de fatoragdo da matriz [Yaal,
conhecidos os valores do lado direito da equagé&o.

O vetor [ia] que corresponde as fontes de
correntes injetadas normalmente é nulo.

As matrizes [Yaa] € [Yag] sdo construidas
seguindo as mesmas regras usadas para construcao da
matriz de admitancia nodal utilizada em estudos de
estado permanente.

O vetor [ey] é constituido das fontes de tensdo
do sistema.

Para o sistema da Figura 12 o circuito
equivalente de acordo com a regra trapezoidal esta
mostrado na Figura 13, e a equagdo matricial
correspondente a equacgdo (33) estd mostrado na
equacao (34).
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15(9)
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D25 /an
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AJUSTE DE CONDIGOES
V(~) i INICIAIS
I, (t—at) @Kt) % 124 (1-AD) ‘
L % | @ MONTAGEM DAS
i24 (1) MATRIZES [Yaa]
E [Yag]

Figura 13 - Circuito equivalente ao da Figura 12 ‘
ORDENAGAO E

FATORAGAO DA MATRIZ
@ @ @ [Yan)

®' 1 1 2C]. "
— —-= ——1e
2L At 2
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d = =& °|7F
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oL |IVI1

CALC. DO VALOR
DE (ep)

34
0 |[es] (349

OO O

Figura 14 - Fluxograma para obtencéo de |ea|

[Ye]

O fluxograma basico para solucdo do problema
é mostrado na Figura 14.
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5. CONCLUSOES

No presente trabalho todos os elementos foram
transformados em um Unico elemento base:
resisténcia. Existem propostas para utilizacdo da
indutdncia ou da capacitancia como elemento base
como mostrado na referéncia [6]. Podem ocorrer
oscilagbes matematicas devido a aplicacdo desta
metodologia principalmente nos seguintes casos:
indutancia em série com chave e capacitancias em
paralelo com fontes de tensédo [7].

Esta metodologia pode-se estender a qualquer
outro tipo de estudo de sobretensdo em sistemas
elétricos de poténcia através do equacionamento
matematico do problema e sua adaptacdo através do
método trapezoidal.

Entre estes estudos pode-se citar:

- energizacdo de linhas através da modelagem de
linhas de transmiss&o;

- energizagdo de transformadores considerando a ndo
linearidade devido ao ramo magnetizante;

- modelagem de péra-raios;

- modelagem de maquinas sincronas.

Um exemplo claro desta metodologia é o
programa EMTP para estudos de transitérios
disponiveis na maioria das empresas concessionarias
de energias.
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